Методическое пособие
Модуль 2. Уравнения и неравенства

Данный модуль является естественным продолжением модуля 1, поскольку решение уравнений и неравенств рассматривается в нём с функциональных позиций. В то же время он может следовать как непосредственно за модулем 1 (необходимый минимум алгебраических преобразований вводится внутри модуля), так и после изучения разделов курса алгебры, посвященных алгебраическим преобразованиям. Наконец, возможен вариант, когда данный модуль изучается с целью повторения материала в 9 классе. Тогда он может рассматриваться вне связи с первым модулем, с опорой на ранее изученный программный материал (например, квадратные уравнения и неравенства, квадратичные и линейные функции, тождественные преобразования). 

Ориентировочная продолжительность модуля 24 часа. Из них 1ч стартовая диагностика, 9ч работа в классе, 12ч самостоятельная работа, консультации и презентации, 2ч итоговая диагностика.

Строение модуля «Уравнения и неравенства» и его возможные продолжения 
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Содержание модуля представлено в синей рамке, За ее пределами представлены возможные продолжения как в основной школе, так и в старших классах.

Функциональный подход к уравнениям и неравенствам определяет два возможных способа действия: алгебраический (аналитический) и геометрический (графический). Геометрический способ дает возможность в принципе решить любое уравнение или неравенство (решение которого сводится к решению соответствующего уравнения и применения метода интервалов). Однако геометрический способ не дает эффективных процедур точного нахождения нулей функций конкретного вида. Для этого нужны алгебраические методы, которые привязаны к выражениям соответствующего вида. Прежде чем переходить к основному содержанию модуля (на схеме оно выделено цветом), необходимо вспомнить и, возможно, несколько расширить представления о координатном методе как на прямой (для графического представления решений уравнений и неравенств), так и на плоскости (собственно для рассмотрения функционального подхода к уравнениям и неравенствам). На схеме это представлено в верхней части рамки. 

Для учащихся предназначены учебные материалы на печатной основе. Тетрадь содержит материалы, обеспечивающие введение на уроках основных понятий модуля (постановку и решение основных учебных задач), с помощью которых организуется квазиисследовательская деятельность, в ходе которой строятся ключевые теоретические понятия модуля, и задачник, содержащий задачи для самостоятельного решения с последующей презентацией результатов.

Учителя обеспечиваются методическим пособием, в котором подробно рассмотрено содержание модуля и рекомендации по его проведению. 

Материалы для стартовой и итоговой диагностики.

Итоговая диагностика освоения содержания модуля осуществляется с помощью комплекта трехуровневых задач, построенного на принципах методики SAM.

Предлагается выполнить задание 1 из рабочей тетради: в а) требуется отметить на координатной прямой все корни уравнений. Цель задания вспомнить представление на координатной прямой отдельных чисел и числовых областей (разные способы выделения, выколотые и невыколотые точки). В б) требуется области, полученные в случаях 3 и 4, описать другим способом – с помощью неравенств. К описаниям с помощью неравенств областей в случаях 1, 2, 5 можно вернуться позже – после рассмотрения систем и совокупностей. Итоги работы приведены в рамке после задания.

Ответы:
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1) одна точка с координатой 3 (или просто точка 3)
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2) две точки −3 и 3
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3) луч, состоящий из всех точек с неотрицательными координатами, т.е. луч с началом в точке 0 и идущий вправо; описывается неравенством х ⩾ 0.
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4) луч, состоящий из всех точек с положительными координатами, т.е. тот же луч, что и в предыдущем задании, но с выколотым началом; описывается неравенством х > 0.
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5) Все точки, кроме точки 0, т.е. вся ось с выколотой точкой 0.
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В задании 2 продолжается работа по описанию числовых промежутков с помощью неравенств. Все они приведены в рамке после задания. Скорее всего, учащиеся для записи неравенства будут использовать букву х. Учитель проблематизирует эту ситуацию: можно ли заменить букву х какой-нибудь другой буквой, например u? В ходе обсуждения выделяется смысл переменной, обозначаемой буквой. В данном случае буква не относится к какому-нибудь одному неравенству, она входит во все уравнения и неравенства, описывающие области на этой координатной прямой!!! Букву для обозначения переменной можно выбрать любую, в том числе х, но если она выбрана, то она должна быть использована для описания всех областей данной прямой. Переменная выполняет роль «бегающего по прямой пустого места (окошка)», в которое может попасть любая точка (число) на прямой. Поэтому она относится ко всей оси и ее обозначение часто записывают рядом со стрелкой. Чаще всего используют для обозначения переменных буквы из конца латинского алфавита (x, y, z), чтобы отличить их от констант (конкретных чисел), которые также могут обозначаться буквами.

Ответы: 1) x > −1,8; 2) x ⩽ −1,8; 3) −2,5 < x < 2,5; 4) −1,8 ⩽ x ⩽ 1,8 или │x│⩽ 1,8. В неравенствах может быть использована для обозначения переменной любая другая буква, причем в разных случаях − разная, поскольку в этом задании разные случаи не относятся к одной координатной оси.
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Цель заданий 3, 4 и 5 рассмотреть вопросы описания геометрических объектов на алгебраическом языке применительно к координатной плоскости. В задании 3 рассматривается уже знакомый учащимся материал, связанный с описанием прямых, параллельных осям координат, и самих осей. 

Такие прямые аналогичны точкам на координатной прямой. В задании 4 учащиеся знакомятся с полуплоскостями (открытыми и замкнутыми) с границей, параллельной одной из осей координат – аналогами лучей на координатной прямой. 


Итоги работы приведены в рамках после заданий. Важный момент, который должен быть еще раз отмечен, что оси (а значит и переменные) могут обозначаться любыми буквами, но после их выбора все описания используют только эти буквы. 

Целью задания 5 является введение понятий «система» и «совокупность» описаний = условий (уравнений или неравенств). В случаях 1 и 2 необходимо описать полуплоскости с границами, параллельными разным осям (задача обратная рассмотренной в задании 4). В следующих случаях представлены фигуры, полученные из этих полуплоскостей, что должно направить учащихся на конструирование нового описания из уже известных. В случае 3 представлено пересечение этих полуплоскостей. Т.к. фигура состоит из точек, одновременно принадлежащих и той и другой полуплоскости, то для них должны выполняться оба условия, и задача состоит в том, как в описание включить оба эти условия. Возможно, учащиеся сами предложат объединить эти условия фигурной скобкой, поскольку с аналогичной ситуацией они встречались, изучая системы линейных уравнений с двумя переменными. Если нет, то учитель предлагает сделать это. В любом случае главным является понимание необходимости выполнения одновременно и того, и другого условия. Такой способ сочетания условий называется системой условий. В случае 4 представлено объединение полуплоскостей. Здесь также для описания нужны оба условия, но не обязательно они должны выполняться совместно. Можно (и нужно) указать точки, для которых выполняется только одно, или только другое, или оба вместе, т.е. хотя бы одно из условий. Такой способ сочетания условий представляется объединением их с помощью квадратной скобки и называется совокупностью условий. Учащиеся вносят описания фигур на соответствующие рисунки, которые и будут иллюстрациями к тексту в рамке после задания.

1)
2)

3)
4)

Задания 6 и 7 посвящены понятию равносильности описаний. В задании 6 рассматриваются разные описания областей на координатной прямой. В частности, описания с применением систем и совокупностей. Выявляются разные описания одной и той же области. Так описания 1 и 5 задают прямую с выколотой точкой 3.


Описания 2, 4 – точку 3

Описания 3, 6, 7 – прямую с двумя выколотыми точками −3 и 3

Такие описания называются равносильными.

В частности двойное неравенство равносильно системе (на самом деле, двойное неравенство это просто другая форма записи системы неравенств).


А неравенство с модулем [image: image2.png][x| > a



 равносильно совокупности [image: image4.png]x>a
< —a



. 
Для рассмотрения этих моментов можно использовать задания из задачника. В задании 7 описания из задания 6 переносятся на координатную плоскость. В результате точки превращаются в прямые, а лучи в полуплоскости. В случае а):

Описания 1 и 5 − равносильны, т.к. оба задают плоскость с вырезанной прямой х = 3.


Описания 2, 4 – равносильны, т.к. оба задают прямую х = 3.


Описания 3, 6, 7 – равносильны, т.к. все задают плоскость с двумя вырезанными прямыми х = −3 и х = 3


В случае б):

Описания 1 и 5 равносильны, т.к. оба задают плоскость с вырезанной прямой у = 3.

Описания 2, 4 – равносильны, т.к. оба задают прямую у = 3.

Описания 3, 6, 7 – равносильны, т.к. все задают плоскость с двумя вырезанными прямыми у = −3 и у = 3.


Здесь целесообразно в режиме самостоятельной работы (например, подготовить презентацию) вспомнить ранее изучавшийся материал, связанный с понятием линейного уравнения с двумя переменными: общее уравнение прямой, системы линейных уравнений с двумя переменными. И выполнить соответствующие задания из задачника. 
Цель задания 8 вспомнить (или ввести) общее понятие функции одной переменной. Если учащиеся знакомы только с частными видами функций (линейной и квадратичной), то этого достаточно для рассмотрения графического способа представления зависимости и разделения графиков на те, которые описывают однозначные зависимости (1, 5), и те, которые описывают неоднозначные зависимости (2, 3, 4, 6):

1) Каждой из двух переменных отводится своя ось координат, на которой отмечаются значения этой переменной. Ось для  независимой переменной называется осью абсцисс (обычно, но не обязательно, это горизонтальная ось), а для зависимой – осью ординат (вертикальная ось).

2) Сама зависимость задается точками графика. Первая координата (абсцисса) показывает значение независимой переменной, а вторая (ордината) – соответствующее ей значение зависимой переменной.

3) Зависимость называется функциональной зависимостью или просто функцией, если для любого значения, которое может принимать независимая переменная, существует только одно соответствующее значение зависимой переменной.

В этом случае независимая переменная называется аргументом функции, а зависимая переменная функцией. К сожалению, эта устаревшая, но общепринятая терминология обладает существенным недостатком: слово «функция» употребляется сразу в двух смыслах – как синоним однозначной зависимости и как зависимая переменная. Итоги этой работы подведены в рамке после задания.

Цель задания 9 ввести общую символику для обозначения зависимостей. Разные учащиеся выберут разные обозначения для переменных, например, а = 2b + 1,  x = 2y + 1,  y = 2x + 1 и т.п. Но сама зависимость одна и та же. Как показать, что зависимость задается одним и тем же способом: удвоить число и прибавить 1? Надо как-то описать эту зависимость, освободившись от конкретных названий переменных. Например, задать пропуски (пустые места), в которые должны вставляться значения переменных:



Договоримся для обозначения самой зависимости также использовать букву, например, f.


А для вставки переменной рядом с f поместим скобки. Тогда мы можем все наши варианты представить как a = f (b), x = f (y), y = f (x) (соответственно a =2b + 1, x = 2y + 1, 
y =2x + 1), что позволяет подчеркнуть, что здесь одна та же зависимость f. И независимо от обозначений переменных f(−4) = −7, f(−2) = −3 и т.д.

Цель задания 10 – вспомнить или ввести понятие области определения как одной из необходимых составляющих определения функции.

Выполняя а), ученики запишут формулу y = 4x. Следует обратить внимание, что данная зависимость является функцией. При построении графика функции, возможно, кто-то обратит внимание на смысловое ограничение на значения x, а кто-то нет (и нарисует прямую, а не открытый луч). Это даст основание для обсуждения вопроса о необходимости различения просто числовой зависимости (на основе только выражения) и зависимости между величинами, имеющими конкретный содержательный смысл.

Как аргумент в споре можно предложить построить квадрат, параметрами которого являются координаты точки графика. Для положительных значений x (и соответствующих значений y) такой квадрат существует, для отрицательных – нет, потому что такие величины как длина отрезка, ломанной и т.п.   не могут выражаться отрицательными числами. Равенство же y = 4x выражает зависимость между отвлеченными числами, не описывающими конкретные величины. Поэтому необходимо дополнить равенство условием x > 0. 

Таким образом, полное описание рассматриваемой функции имеет вид: 
[image: image5.wmf]î

í

ì

>

=

0

4

x

x

y

.

Итак, полное описание функции на алгебраическом языке помимо выражения должно включать описание того, какие значения может принимать независимая переменная, т.е. некоторого числового множества, называемого областью определения функции.

При выполнении б) обнаруживается, что значение функции g при x = 1 (т.е. g(1)) не существует. В связи с этим учащимся задается вопрос, какова область определения функции g. Выясняется, что выражение  
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 имеет значение при любых x, кроме x = 1. Поэтому область определения функции g состоит из всех чисел, кроме x = 1, т.е. х≠1. Нужно ли добавлять это ограничение на область определения в полное описание функции? Нет, поскольку оно вытекает из самого выражения, задающего функцию. Область определения функции, задаваемую выражением (так называемая естественная область определения = область допустимых значений), не включают дополнительно в описание функции. 

Задания 11 и 12 имеют целью выйти на функциональный взгляд на уравнения и неравенства. Указание на построение графиков в задании 11а лишнее, если учащиеся знают, что значит решить графически. Но оно является подсказкой, если они этого не знают. Тогда наличие графиков и понимание того, что значит решить уравнение, позволит решить данное уравнение, не прибегая к формуле корней квадратного уравнения, т.е. выйти на графический способ решения. А значит, на представление левой и правой частей уравнения, а затем и неравенств (11б) как описаний функций. В задании 12 аналогичная ситуация рассматривается в более общем плане. Важно, что графический подход не рассматривается как практический способ решения уравнений, обладающий ограничениями по точности (корни уравнения специально выделены), а служит для установления принципиальной возможности рассмотрения уравнений и неравенств с функциональной точки зрения. И в соответствии с этим – для выяснения связи между уравнениями и неравенствами, представляемыми одними и теми же функциями (вопрос о непрерывности функций на данном уровне строгости не поднимается).

Ответы к заданию 11: а имеется только один корень 1, б 1)  все действительные числа, кроме 0 (ось с выколотой точкой), 2) )  все действительные числа  (вся ось), 3) нет решений, 4) только одно решение 1 (неравенство равносильно уравнению из а).

Ответы к заданию 12: 1) уравнение имеет два корня −4 и 1,5: [image: image8.png]x=—4
=15



; 2) интервал от −4 до 1,5: [image: image10.png]—4<x<1,5



; 3) область состоит из двух полуинтервалов – от −6,5 (не включая) до −4 (включая) и от 1,5 (включая) до 4 (не включая)[image: image12.png][-65<x<—4
1 15<x<4



.

 Т.о. выявляется, что корни уравнения и границы области, на которой определены обе функции, служат границами промежутков, из которых составлены решения соответствующих неравенств. Этот результат не вносится в рамку, поскольку позже будет рассмотрен более простой способ описания уравнений и неравенств.

Далее рассматривается вопрос о равносильных преобразованиях уравнений и неравенств. Основанием для их рассмотрения являются свойства числовых равенств и неравенств. Что можно делать с обеими частями числовых равенств или неравенств, так чтобы равенство или неравенство осталось верным?

Самое первое, приходит на ум, что к обеим частям равенства или неравенства можно прибавить одно и то же число. Что это дает нам для равенств и неравенств, содержащих переменные, т.е. таких равенств и неравенств, у которых обе части рассматриваются как функции (равенства и неравенства вида[image: image14.png]fx) v gx)



)? 
Рассмотрим случай равенства [image: image16.png]flx) = gx)



). При каждом значении х, например, х = 2, х=−7, х = а) получаем конкретное числовое равенство [image: image18.png]f(2) = g(2)



, [image: image20.png]f(~7) = g(=7)



, [image: image22.png]fla) = g(a)



 (верное или неверное). При прибавлении в каждом случае к обеим частям равенства одного и того же числа (но разных для разных случаев, например,
 [image: image24.png]f2)+5= g2 +5



, [image: image26.png]fD+(2) = g(=7) +(-2)



,   [image: image28.png]f(a)+b = g(a) +b)



, верное равенство останется верным, а неверное – неверным. Таким образом корни остались корнями, а те числа, которые не были корнями, ими не стали. И так как прибавляемое число для каждого х свое, т.е., зависит от х, то мы на самом деле прибавили к обеим частям уравнения какую-то функцию (см. задание 13 в тетради). Если ее обозначить [image: image30.png]t(x)



, то [image: image32.png]t(2) =5



, [image: image34.png]t(—7) =-2



, [image: image36.png]t(a) =b



. Таким образом, уравнения  [image: image38.png]flx) = gx)



 и [image: image40.png]f) +t(x) = gx) + t(x)



 имеют одни и те же корни (описывают одну и ту же область координатной прямой), т.е. равносильны. Вроде бы все хорошо, но вот пример: 
[image: image42.png]fG) =x+ -



, [image: image44.png]g()



, [image: image46.png]t(x)




Тогда уравнение [image: image48.png]fe) = g() (x4 ;=)



 не имеет корней (единственный кандидат число 0 лежит вне общей области определения). 
Теперь рассмотрим уравнение [image: image50.png]FOO+E) = g0+t @+1+(-2)




Если привести подобные слагаемые в обеих частях, получаем уравнение х = 0, которое имеет один корень это самое число 0, и т.о. не равносильно исходному. В чем дело? А дело в таком вроде бы безобидном действии, как приведение подобных слагаемых. Функция не определяется только выражением, в ее описание обязательно входит указание на область определения. В описаниях всех трех функций требование х ≠ 0 содержалось явно. Оно должно было остаться и после приведения подобных слагаемых поскольку все три функции в 0 не существуют, поэтому функции [image: image52.png]f() +t(x) ngx) + t(x)



 в 0 не определены и это должно быть в их описании, т.е. мы имеем системы [image: image54.png]


   и  [image: image56.png]


  и после приведения подобных слагаемых описания этих функций будут выглядеть так:  [image: image58.png]G0



 и  [image: image60.png]


. Тогда уравнение [image: image62.png]f) +t(x) = gx) +t(x)



равносильно системе [image: image64.png]


 , которая не имеет решений. И она равносильна исходному уравнению. Таким образом прибавлять функцию к обеим частям уравнения можно, но только на пересечении  областей определения этих частей. И при упрощении выражений надо следить за сохранением областей определения, и если какое-то условие пропало в явном виде, описание необходимо дополнить. Аналогично обстоит дело и с неравенствами, поскольку возможность прибавления числа к обеим частям числового неравенства также справедлива. Это обсуждение должно быть после того как учащиеся выскажут свои гипотезы и попробуют подтвердить их конкретными примерами на координатной плоскости. 

Следующее задание на самом деле является частным случаем предыдущего (прибавление к обеим частям [image: image66.png]—g(x)



). Но это очень важный случай, поскольку позволяет свести общий случай сравнения двух функций к сравнению одной функции с 0; тогда решение уравнения сводится к нахождению нулей этой функции, а решение неравенств к определению промежутков знакопостоянства. Поэтому важно проделать всю работу (построить график [image: image68.png]h(x)



, решить графически исходные уравнение и неравенства, решить соответствующие уравнение и неравенства с [image: image70.png]h(x)



 и сравнить результаты.


	[image: image71.png]f(x) = g(x)




	[image: image72.png]fx) < g(x)




	[image: image73.png]fx) < g(x)




	[image: image74.png]f(x) > g(x)




	[image: image75.png]f(x) > g(x)





	[image: image76.png]



	[image: image77.png]x <—10
—2<x<5




	[image: image78.png]x < —10
—2<x<5




	[image: image79.png][710<x<72
x>5




	[image: image80.png][710<x<72
x>5





	[image: image81.png]h(x)=0




	[image: image82.png]h(x) <0




	[image: image83.png]h(x) <0




	[image: image84.png]h(x) >0




	[image: image85.png]h(x) >0






Далее рассматриваются важные виды уравнений и соответствующих неравенств и способы их равносильных преобразований. Начнем с рациональных уравнений, т.е. уравнений вида [image: image87.png]PE) _
Q(x)



, где [image: image89.png]P(x)n Q(x)—



многочлены. Причем со случая, когда многочлены уже разложены на множители (задание 15 в тетради). Дробь равна 0, если ее числитель равен 0, а знаменатель не равен 0. Если учащиеся забудут второе условие, то они должны будут его воспроизвести как определяющее область определения функции, стоящей в левой части уравнения. Таким образом, уравнение [image: image91.png](=D (x+2)*(x=3)* _
x(x—3)2 -

0



 равносильно системе [image: image93.png]{(xf Dx+2)2(x—3)2=0
x(x—3)2=0



, которая имеет всего два решения: 1 и −2. Переходя к неравенствам, можно воспользоваться правилам знаков, из которого следует, что знак дроби (в данном случае [image: image95.png](x—1)(x+2)%(x—3)?
x(x—3)2



) такой же, как у произведения ее числителя и знаменателя (в данном случае [image: image97.png]x(x — 1) (x +2)%(x — 3)5



) при условии, что знаменатель не равен 0. Это позволяет перейти к системам, равносильным исходным неравенствам: б) [image: image99.png](x—-1)(x+2)%(x—3)*
x(x—3)2

>0



  равносильно [image: image101.png]{x(x —Dx+2)*x—-3)>>0
x(x—3)2=#0



;
в) [image: image103.png](x—-1)(x+2)%(x—3)*
x(x—3)2

<0



 равносильно [image: image105.png]{x(x —Dx+2)*x-3)°<0
x(x—3)2=#0



.
Отмечаем на оси абсцисс все точки, в которых первое произведение равно 0, причем нули второго произведения должны быть выколоты.


Учащиеся, выполняя задание на клетчатой бумаге, скорее всего, соблюдут правильные соотношения расстояний между отмеченными точками, хотя это не имеет значения. Это можно с ними обсудить, но уже после выполнения заданий б и в. Эти четыре точки разбивают всю ось на 5 промежутков. Возникает вопрос: как ведет себя функция

[image: image107.png]y =x(x— D(x +2)?(x — 3)°



 внутри этих промежутков – может ли она менять свой знак, т.е. может ли ее график «перескочить» из верхней полуплоскости в нижнюю или наоборот? Нет, так как это может произойти через 0 функции или через выколотую точку (см. рис.), а такие точки как раз границы интервалов, а внутри этих интервалов их нет. 


Таким образом, на каждом из выделенных промежутков функция сохраняет знак, поэтому такие промежутки называются промежутками знакопостоянства. Для решения обоих неравенств остается проверить, какой именно знак она имеет на каждом из промежутков. Для этого достаточно определить знак у значения функции в одной точке промежутка, которая может быть выбрана произвольно. Но необходимость для смены знака функции прохождения ее графика через 0 или выколотую точку обязательна для любой «хорошей» функции, а только такие мы и будем рассматривать. Поэтому данный метод решения неравенств, называемый методом интервалов, является универсальным. Это отображено в рамке в тетради.

Следующий вид уравнений и соответствующих неравенств – это уравнения и неравенства с модулем. Начнем с простейшего случая, но представленного с помощью абстрактной функции, заданной графиком (задание 16). Решение уравнения может быть осуществлено двумя способами. Первый основан на определении модуля и сводит уравнение [image: image109.png][f(x)| =a



 к равносильной совокупности [image: image111.png]fx)=a
fx) = —a



. Ее графическое решение представлено на рисунке (буквы для обозначения корней уравнений, входящих в совокупность, могут быть выбраны учащимися произвольно).

Корнями первого уравнения совокупности являются числа b и e, a второго с и d.

Второй способ основан на определении промежутков знакопостоянства функции
[image: image113.png]y = f(x)



. Для чего надо найти ее нули, т.е. решить уравнение[image: image115.png]fx)=0



. На рисунке это числа t и s. Они и задают границы промежутков знакопостоянства (x < t, t< x < s, x > s). Тогда на каждом положительном промежутке уравнение [image: image117.png][f(x)| =a



 может быть заменено на [image: image119.png]y = f(x)



, а на каждом отрицательном – на [image: image121.png]y = —f(x)



 и, таким образом, исходное уравнение будет равносильно совокупности, состоящей из трех систем (по одной на каждый промежуток знакопостоянства [image: image123.png]


.

Нет необходимости выписывать эту совокупность, достаточно выделить три случая и рассмотреть их по отдельности, а затем объединить полученные решения. Обычно так и поступают. По сути дела, этот способ решения уравнения описывает способ построения графика функции [image: image125.png]y = If ()l



 (на рисунке график [image: image127.png]y = If ()l



 составляют все куски функций [image: image129.png]y = f(x)



 и [image: image131.png]y = —f(x)



, лежащие в верхней полуплоскости).
Первая система даст решение b, вторая с и d, третья е. Решение неравенств определяется через промежутки, ограниченные корнями уравнения. Т.е. опять сработал метод интервалов.

Далее рассматривается более общий случай уравнения и соответствующих неравенств, когда уравнение включает модули нескольких функций. Не теряя общности подхода, можно ограничиться случаем линейных функций (задание 17). Здесь уже первый способ − непосредственное раскрытие всех модулей, приведет к громоздкому описанию, содержащему очень много лишних условий (что обнаружится уже после решения). Второй способ (метод интервалов) даст более экономное описание и фактически сведет решение уравнения к четырем случаям систем с линейными уравнениями. Сначала выделяются нули всех функций, стоящих под модулями. Это будут числа −3, 0 и 2. Они разбивают ось абсцисс на четыре промежутка, на каждом из которых все функции, стоящие под модулем, сохраняют знак (см. рисунок).

На каждом промежутке исходное уравнение равносильно одному из следующих уравнений:

	x ⩽ −3
	−3 ⩽ x ⩽ 0
	0 ⩽ x ⩽ 2
	x ⩾ 2

	[image: image132.png]~(x+3)-(x—-2)—x=8




	[image: image133.png]x+3)-(x-2)-x=8




	[image: image134.png]x+3)+(x—-2)—x=8




	[image: image135.png]x+3)+x—-2)+x=8





	x = −3
	x = −3
	x = 7 не подходит
	[image: image136.png]wl






Таким образом, исходное уравнение имеет всего два корня: −3 и  [image: image138.png]


. И соответственно ось разобьется на три промежутка: x < −3, −3 < [image: image140.png]x <



, [image: image142.png]X >



. Для решения неравенств достаточно взять по одной точке в каждом из них и проверить, какое неравенство выполняется в этой точке, а значит и на всем промежутке.

Ответы: а) [image: image144.png]


   б) [image: image146.png]


   в) −3 ⩽ x ⩽ [image: image148.png]


 

Цель задания 18 ввести еще один способ построения новой функции из заданных – построение сложной функции. Сначала учащиеся по таблице придумывают выражения, описывающие  [image: image150.png]guf



. Легко увидеть, что [image: image152.png]g()



, а [image: image154.png]fw) = |ul



. Придумать описание функции [image: image156.png]y = h(x)



 непосредственно по таблице значительно труднее. Возможно, кто-то догадается, но вряд ли это будут все. Фиксируется затруднение и предлагается выяснить, не могут ли помочь уже найденные описания [image: image158.png]guf



. Выясняется, что могут, если в описание[image: image160.png]fw)



 подставить вместо и описание [image: image162.png]g(x)



. В результате получается
 [image: image164.png]F9@) = [t = reo



. Таким образом, чтобы получить значение h при заданном значении х, мы сначала находим значение g(x) при этом значении x, а затем ищем значение f при этом значении g(x), т.е. [image: image166.png]h(x) = f(g(x))



. Функцию, получаемую таким способом, называют сложной функцией. Иногда говорят, что сложная функция – это «функция от функции» (см. рамку в тетради). 

Далее нужно разобраться с обозначениями переменных при конструировании сложных функций. Если функции[image: image168.png]guf



 рассматривать самостоятельно, то для обозначения независимой и зависимой переменных естественно использовать одни и те же обозначения x и у соответственно: [image: image170.png]y=9gx)uy=fx)



. И такие же обозначения переменных можно использовать и при построении сложных функций, говоря о подстановке [image: image172.png]g(x)



вместо х в [image: image174.png]f(x)



. Использование дополнительного обозначения и принято в целях наглядности. В случае первой функции и заменяет у, обозначая зависимую переменную, а в случае второй функции и обозначает независимую переменную, т.е. заменяет х. Таким образом, введение буквы и подчеркивает, что независимая переменная для функции f и зависимая переменная для g – это одна и та же переменная.
Понятие сложной функции позволяет расширить класс уравнений и неравенств, которые мы можем решить. Решая уравнение вида [image: image176.png]flgt) =0



, можно сначала просто решить уравнение [image: image178.png]f(x)=0



, а затем решать уравнения [image: image180.png]gx) =t



 (t обозначает корни первого уравнения). Этот способ представлен в заданиях 19 и 20.

В задании 19 функция [image: image182.png]y =gx)



представлена графически. А [image: image184.png]y=fk)



 явно не указано его надо определить из описания сложной функции в левой части уравнения. Это довольно легко сделать, увидев квадратичную зависимость от [image: image186.png]g(x)



, особенно если ввести новую букву, например, как и ранее, и. Тогда уравнение (случай а) примет вид [image: image188.png]


. Его корни −1 и 3. Поэтому исходное уравнение будет равносильно совокупности [image: image190.png]g() = -1
gx)=3



. (Можно было и не вводить новое обозначение и решать квадратное уравнение относительно х, а полученные корни приравнять [image: image192.png]g(x)



). По графику [image: image194.png]y =g&x)



 находим, что первое уравнение имеет два корня: 6 и −6, а второе корней не имеет. Таким образом, корни исходного уравнения 6 и −6.

Для решения неравенств (б и в) надо воспользоваться методом интервалов, а для этого необходимо найти область определения сложной функции в левой части неравенств. Легко видеть, что она совпадает с областью определения [image: image196.png]y =g&x)



: −7 < x ⩽ 7. И потому промежутки знакопостоянства сложной функции будут:−7 < x <−6,  −6 < x < 6 и 6 < x < 7. Проверяем на них знаки и получаем решения неравенств.

Ответы: б) [image: image198.png][—7<x<—6
6Kx<g7



, в) [image: image200.png]—6 < x < 6 (uu |x| < 6)



.

В задании 20, наоборот, подстановка (линейной функции) производится в функцию [image: image202.png]y =g&x)



. Тогда u = 4x + 1, и, решая по графику уравнение[image: image204.png]gw) =0



, получаем его корни −5 и 5. Поэтому исходное уравнение равносильно совокупности [image: image206.png]4x+1=-5
4x+1=5



, откуда корни исходного уравнения [image: image208.png]


 и 1. Для решения неравенств (б, в) найдем область определения сложной функции. Линейная функция определена везде, но ее значения должны попадать в область определения [image: image210.png]y =g&x)



. Поэтому область определения сложной функции описывается двойным неравенством [image: image212.png]7 <4x+1<7



, откуда [image: image214.png]—2<x<3



. Аналогично предыдущему заданию находим промежутки знакопостоянства сложной функции и определяем на них знак.

Ответы: б)[image: image216.png]3
—2<x<-—-
2

3
l<x<:
2



, в) [image: image218.png]—I<x<1
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Тригонометрические функции. Тригонометрические  уравнения и неравенства





Показательная и логарифмическая функции. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства





Обратная функция. Иррациональные уравнения  и неравенства (с квадратными и кубическими корнями).





Системы и совокупности уравнений и неравенств с двумя переменными. 





Общее понятие функции. Область определения. График. Общефункциональная символика. Уравнения и неравенства с функциональной точки зрения. Метод интервалов. Равносильность. Рациональные уравнения и неравенства (включая квадратные). Сложная функция. Замена переменных. Подстановка. Уравнения и неравенства с модулем.








Прямые и полуплоскости на координатной плоскости и их описание уравнениями и неравенствами. Системы и совокупности уравнений и неравенств с одной переменной.





Представление на прямой всех решений (корней) уравнений и неравенств. Промежутки и их описание уравнениями и неравенствами.
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